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M1 : Optimisation

Devoir N. 2
Exercice 1
Soit A € M, (IR) une matrice symétrique définie positive et b € IR". On note
par 1,---, A\, les valeurs propres de A et on suppose que \; < --- < \,.

On considére la fonctionnelle J définie sur IR"™ par
1
J(v) = §(Av,v)2 — (b,v)a2,

et le sous-ensemble de IR™ défini par {v € IR", C'v = 0}, ou C est une matrice
de M, ,(R) (m < n) de rang m.
On souhaite résoudre numériquement le probléme (P) : trouver u € U tel
que

J(u) = inf J(v).

vel
Pour approcher la solution de ce probléme, on propose I'algorithme suivant :

bt = uk — py(AuF — b+t ONF), 1)
2t — \F + p1p20uk+17

ol p1, po sont deux nombres strictement positifs et (u°, \°) sont donnés dans
R" x IR™.

0. Justifier rapidement que ce probléme d’optimisation sous contraintes ad-
met une unique solution et établir que les conditions d’optimalité sont don-
nées par

Au+T CX=b
{ Cu=0. (2)
1. Justifier que pour X # 0, on a
|X — p1AX ]2
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puis donner un intervalle [a, b] tel que si p; € [a,b], on a alors
B = |l1d— prAls < 1.
2. Etablir I'inégalité
[N = A2 <IN = A+ (p102)* [ CC | = ul* +2p1 o (Cu 1N = N).
3. Montrer que 'on a
[u"* —ull = ((Id = pA)(W* — ), u™™ =) = pr (O (A = A),u" ™ — ).
4. Déduire de ce qui préceéde que

(1 - 22|1co|| - B) ub* - ul?
A A2 B

I = AP By ke b
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5. Comment faut-il choisir p, pour déduire de la question précédent la con-

vergence de la suite (uy) ?
6. Montrer qu’alors !C(A\x — A) tend vers 0. Qu’en déduit-on sur (AF) ?



