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1. Rappeler le principe de la méthode du gradient a pas variable ainsi que ’énoncé du théoréme
vu en cours assurant la convergence de la méthode.
On considére la fonctionnelle J définie sur IR"™ par

J(v) = ;(AU,U)g — (b,v)s

ou (.,.)s représente le produit scalaire de R™, A € M, (IR) symétrique et définie positive et b
un vecteur de IR".

2. Montrer que la méthode du gradient a pas variable converge dans le cas de la fonctionnelle
quadratique ci-dessus si le paramétre p, satisfait la condition

o € [a,b] €0, 2;%1[. (1)

oll A\ et A, désignent les valeurs propres extrémes de la matrice A.
3. Soit (u,) la suite introduite dans la méthode du gradient a pas variable et u le point en
lequel J atteint son minimum.
Montrer que
[ttnr1 = ull < [[Td = prAll2|lun — ul,

puis justifier que
11d — prll2 = max{[1 — ppAif; [1 — prAn|}.

4. Etudier la fonction p +— max{|1—pgA1|;|1—prAn|} sur un intervalle convenable, puis montrer
que l'on peut améliorer (1) en choisissant
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n

5. Déterminer la valeur optimale du paramétre p.

Exercice 2
On considére la fonctionnelle J définie en (1). On note par z l'unique solution du probléme

Az =b. On pose ||z]|a = /(Az, x).

Dans la suite, on note par Aq,---,\, les valeurs propres de A classées dans 'ordre croissant.
An

On pose K(A) := —.
A1



1. Soit K un sous-ensemble convexe fermé de IR™. Montrer que les deux problémes inf{J(x),z €
K} et inf{||z — x||a; * € K} ont méme solution.
Soient zy € IR™ et k € IN*. On pose ro = b — Az et K}, := x¢ + vect{rg, Arg, -+, A¥"1rq}.
2 a. On considére le probléme
inf{J(z),r € Ky}

Montrer qu’il existe un unique z, € K tel que
J(zy) = inf{J(x),z € Ki}
2. b. Montrer que
lzx — Zlla = inf{[| P(A)(z0 — Z)[a, P € R[X], P(0) =1}
3. Etablir que

i = s < max [Pz —la, ¥ P € BiX), P(O) =1

4. Montrer que

Pour z € [—1,1] et k € IN, on pose
Ty(x) = cos(karcos(z)).

Pour k£ > 1, on rappelle que T}, est un polynéme de degrés k dont le monéme de plus haut
degré est 281, Pour z > 1 et k € IN, on considére

Ti(z) = ; ((@+ Va2 =1 4 (z = Va2 = 1)F).

5. Pour z € [A1, \,], on pose

1
=) (R@ e

6. En déduire que si z € [A1,\,], on a

(K (A) — 1)
puis que
K(A) —1)k
[k — Zl|la < 2( W=D [0 — %[ 4.
(A)+ 1)k

7. Commenter le résultat obtenu a la question 6.
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