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M1 : Optimisation
TD 3

Exercice 0

On a vu qu’étant donnée une fonction continue f définie sur un sous-ensemble fermé U (non
vide) de IR™, f coercive, le probléme (P) usuel admet au moins une solution. L’objectif de cet
exercice est de montrer que ce résultat est faux en dimension infinie. On considére la fonction
définie sur [ (voir TD 1 d’analyse fonctionnelle pour la définition de [?) par
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1. Montrer que la fonction J est bien définie, puis qu’elle est coercive et continue.
2. Déterminer 'infimum de J.
3. Conclure.

Exercice 1
On considére une fonctionnelle a-elliptique définie sur IR", c¢’est-a-dire une fonction de classe
C' sur IR™ satisfaisant la condition suivante : il existe a > 0 tel que

(VJ() — VJ(u),v —u) > allv—ul|* Yu,v € R™
0. Montrer qu’il existe un unique élément u de IR" tel que

J(u) = inf J(v).

ueR™

La méthode du gradient & pas optimal consiste a construire une suite de vecteurs de IR"™ définie
de la fagon suivante:

Etape 0. Soit un vecteur ug € IR" tel que VJ(ug) # 0. On cherche alors & minimiser ¢y :
p = J(ug+ pVJ(ug))) sur IR (les hypothéses sur J permettent d’assurer qu’il existe un unique
po € IR minimisant ¢q). On pose u; = ug + poVJ (ug).

Etape k. (k > 1). Soit uy le vecteur déterminé a I’étape k — 1. Ou VJ(uy) = 0 et Ialgorithme
est terminé (expliquez pourquoi) ou VJ(ug) # 0, et alors on minimise ¢y (p) := J(ugp+pVJ (ur))
sur IR. Soit p, I'unique point en lequel est réalisé le minimum de ¢;. On pose alors

Ug+1 = Ug T kaJ(uk)

1. Montrer que la suite (uy) est bien définie.
2. Montrer que

1
|ur —ul| < a||VJ(Uk)||a VE.
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3. Etablir que
(VJ(ug), VJ(ugy1) =0, VkeIN.

4. Montrer que
Jm{lug, = upe|] = 0,

puis établir I'inégalité
IV I (up) | < IV I (ur) = VI (ursa)l], Yk € IN.

5. En déduire que (uy) converge vers u.
6. Décrire la méthode du gradient a pas optimal appliquée a la fonctionnelle quadratique définie
sur IR™ par

J(v) = ;(Av,v)g — (b,v)s (1)

ou A € M,(IR) est symétrique définie positive, b € IR".

Exercice 2
On considére la fonction définie sur IR? par

J(v1,v9) = v? 4+ v3 — 2(v1 + va) + 2|vy — vyl

1. Montrer que J est coercive et strictement convexe sur IR%. Que peut-on en déduire ?

2. Montrer que J est non dérivable en (0,0).

3. Déterminer inf,cpn J(v).

4. Appliquer & J la méthode de relaxation abordée en cours (la décrire préalablement) avec le
choix uy = (0,0).

5. Qu’en concluez-vous ?



