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Exercice 1
1. Montrer que pour tout n € IN, on a

dn
€ = (e o),

ou H,, est un polynéme de degré n dont on calculera le coefficient du mondéme
de plus haut degré.
On pose

bn(z) =2 H,(x).
2. Montrer que pour tout n € IN, ¢, € L*(IR) puis calculer (¢,, ¢,). On

montrera en particulier que

3. Soit ¢, = c,¢n, ¢, € IR. Montrer que 1'on peut choisir convenablement
¢, de tel sorte que la famille 1, forme un systéme orthonormé de L*(IR).
Soit f € L*(IR) telle que

(f,n) =0, VnelN.

[

x

On pose g(z) = f(x).e"z, et pour z € C'

h(z) = # /}R g(B)et=dt.

4. Démontrer que g € L'(IR) et que h est holomorphe sur C.
5. Justifier que pour tout n

th = i OélHZ(t),
1=0



puis que

1 o2

A™(0) = —/ t)e 2 (—i)"t"dt.
0) =57 [ 10 (-0

6. Montrer que h™ (0) = 0 pour tout n. Que peut-on en déduire de h ?
7. Démontrer que la transformée de Fourier de g est identiquement nulle sur
IR. Que peut-on dire de g 7
8. En déduire une base hilbertienne de L?(IR).

Exercice 2
1. Soient fi, fo, .., fr des fonctions telles que

fi € LPi(Q), 1<i<k,

avec

Etablir que
f=hfe - fr € LP(Q)

et prouver que

Lfufo = full < L fllpo ] follpe - - 1 fllp

Indication. On appliquera 'inégalité de Holder a des fonctions bien choisies.

2. Soit Q@ C IR™. Soit f € LP(Q) N LYN) avec 1 < p < ¢ < c0. On
considére r tel que

1 1—

2y a, a€[0,1].

r . p q

Justifier que r € [p, ¢], puis montrer que f € L"(Q) et

Il < Aol fllea

Exercice 3
Soit p > 1. Pour tout n € IN et « € [0, 1], on pose

up(z) = nre”

1. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0 p.p. dans [0, 1].

2. La suite converge-t-elle uniformément dans [0,1] ?

3. Démontrer que la suite (u,) est bornée dans L%,(]0, 1]).

4. Démontrer que la suite (u,) ne converge pas dans L' (]0, 1]).



5. Démontrer que la suite (u,) converge faiblement dans L',(]0, 1[).
6. Pour n > 1 et x € [0, 1], on pose

oula) = = D us(a)

Que peut-on dire de la convergence faible dans L'5(]0, 1[) de la suite (o) 7



