
Université de Picardie Jules Verne

UFR Sciences. Année 2024-2025

Master de Mathématiques : M1-Analyse Fonctionnelle

TD 8

Exercice 1

1. Montrer que pour tout n ∈ IN , on a

dn

dxn
e−x

2

= (−1)ne−x
2

Hn(x),

où Hn est un polynôme de degré n dont on calculera le coe�cient du monôme
de plus haut degré.
On pose

φn(x) = e
−x2

2 Hn(x).

2. Montrer que pour tout n ∈ IN , φn ∈ L2(IR) puis calculer (φn, φm). On
montrera en particulier que

(φn, φn) =
√
π 2n.n!.

3. Soit ψn = cnφn, cn ∈ IR. Montrer que l'on peut choisir convenablement
cn de tel sorte que la famille ψn forme un système orthonormé de L2(IR).
Soit f ∈ L2(IR) telle que

(f, ψn) = 0, ∀n ∈ IN.

On pose g(x) = f(x).e−
x2

2 , et pour z ∈ C

h(z) =
1

2
√
π

∫
IR

g(t)eitzdt.

4. Démontrer que g ∈ L1(IR) et que h est holomorphe sur C.
5. Justi�er que pour tout n

tn =
n∑
i=0

αiHi(t),
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puis que

h(n)(0) =
1

2
√
π

∫
IR

f(t)e
−x2

2 (−i)ntndt.

6. Montrer que h(n)(0) = 0 pour tout n. Que peut-on en déduire de h ?
7. Démontrer que la transformée de Fourier de g est identiquement nulle sur
IR. Que peut-on dire de g ?
8. En déduire une base hilbertienne de L2(IR).

Exercice 2

1. Soient f1, f2, .., fk des fonctions telles que

fi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k,

avec
1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pk
≤ 1.

Établir que
f = f1f2 · · · fk ∈ Lp(Ω)

et prouver que

‖f1f2 · · · fk‖p ≤ ‖f1‖p1‖f2‖p2 · · · ‖fk‖pk .

Indication. On appliquera l'inégalité de Holder à des fonctions bien choisies.

2. Soit Ω ⊂ IRn. Soit f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤ p < q ≤ ∞. On
considère r tel que

1

r
=
α

p
+

1− α
q

, α ∈ [0, 1].

Justi�er que r ∈ [p, q], puis montrer que f ∈ Lr(Ω) et

‖f‖Lr ≤ ‖f‖Lp
α‖f‖Lq

1−α.

Exercice 3

Soit p ≥ 1. Pour tout n ∈ IN et x ∈ [0, 1], on pose

un(x) = n
1
p e−nx.

1. Montrer que la suite (un) converge vers 0 p.p. dans [0, 1].
2. La suite converge-t-elle uniformément dans [0, 1] ?
3. Démontrer que la suite (un) est bornée dans LpIR(]0, 1[).
4. Démontrer que la suite (un) ne converge pas dans LpIR(]0, 1[).
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5. Démontrer que la suite (un) converge faiblement dans LpIR(]0, 1[).
6. Pour n ≥ 1 et x ∈ [0, 1], on pose

σn(x) =
1

n

n∑
j=1

uj(x).

Que peut-on dire de la convergence faible dans LpIR(]0, 1[) de la suite (σn) ?
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