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Exercice 1 (D’apreés partiel)
On considére le [R-espace vectoriel normé

[ = {CL’:(IL’n) Vnzl anBv sup|xn\ <—|—OO},
n>1

muni de la norme ||z||o = sup,,>; |Zn|.
Soient

Vi={z=(z,) €l>: lim L T

n—oo n

= S € R}

et
c:={r=(x,) €l lim 2, =2 € R}.

1. Démontrer que c et V' sont deux IR-sous-espaces vectoriels de [*° et que
¢ C V, inclusion stricte.
2. Soit g : V — IR définie par

g:V—->IR

() s lim,, ., DL 0

n

Démontrer que g € (V,]|.||)’ et calculer sa norme.
3. Démontrer qu’il existe une forme f € (I, ||.||)’ telle que

LYz =(xy)p>1 €c  f(z)=lim,, x,,
2. | fll ooy = 1.

Exercice 2

Les deux parties A. et B. sont indépendantes.

A. Soit F' un espace vectoriel normé sur IR. On note Sp la sphére unité de
F. L’espace I est strictement convexe s’il satisfait la propriété suivante :

u—+v
2

u,v € Sp, uFv = ¢ Sp.



Soit E un espace vectoriel normé sur IR tel que son dual E’ est strictement
convexe. Soient V' un sous-espace vectoriel de F et f une forme linéaire con-
tinue sur V' de norme 1.

1. Démontrer qu’il existe une forme linéaire et continue sur E, notée v de
norme 1, prolongeant f.

2. Soient ¢ € S et ¢ € S deux prolongements de f. Démontrer que
e e S

3. Démontrer qu’il existe une unique forme linéaire ¢ continue sur F, de
norme 1 et prolongeant f. Qu’en concluez-vous?

B. Soient E un espace vectoriel de dimension infinie et F' un sous-espace
vectoriel dense dans E (F' # E). Soit zg ¢ F.

1. Montrer que {xo} et F sont deux convexes qui ne peuvent étre séparés
par un hyperplan fermé.

2. En déduire un exemple concret de deux convexes qui ne peuvent étre
séparés au sens large.

Exercice 3 (d’aprés partiel 2023)
Soit C°([0, 1]) le IR-espace vectoriel des fonctions continues muni de la norme
de la convergence uniforme. On pose

V= {f € C°(0,1))] £(0) = 0}.

1. Démontrer que V est un sous-espace vectoriel fermé de C°([0,1]) muni de
la norme de la convergence uniforme.
Soit L la fonction définie sur V' par :

L= [ sy

2. Montrer que L est linéaire et continue et calculer sa norme.

3. Est-ce qu’il existe une fonction f appartenant a V' telle que || f|loc = 1 et
L(f)= L]~

4. Démontrer que (C°([0,1]), |||l n’est pas réflexif.



