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Exercice 1

On considére la suite de L?(]0, 1[) définie par u,(x) := sin(2wnz). L'objectif
est de montrer que (u,,) converge faiblement vers 0 dans L*(]0, 1]).

On admettra le trés important résultat suivant : C2°(]0,1]) est dense dans
(120,10}, || +) pour tout p > 1.

1. Montrer que pour tout ¢ € C2°(]0,1[), on a

1

n1—1>1:|l-100 ; up(t)o(t)dt = 0.
2. En déduire le résultat attendu.
3. La suite (u,) converge-t-elle fortement dans L?(]0, 1]) ?
4. Rédiger la question 5 de I'exercice 2, TD N. 7.

Exercice 2
On suppose ici Q =|0, 1[.Pour (u,v) € H(Q) x H'(2), on pose

1

a(u,v) = /01 u'v'dx + /01 u(x)dx/o v(x)dz.

1. Montrer que a(.,.) est continue sur H'(Q) x H*(Q).

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et 1" : £ — F une application
linéaire continue. Soit (u,,) une suite qui converge faiblement vers 0 dans FE.
2. Montrer que (7'(u,)) converge faiblement vers 0 dans F'.

L’objectif des questions 3, 4, 5, 6 et 7 est de montrer que af(.,.) est coer-
cive.

On admettra que Uinjection de H'(Q2) dans L*(Q) est compacte, c¢’est-a-
dire que de toute suite bornée de H'(£2), on peut extraire une sous-suite qui
converge dans L?(2).



3. On suppose que af(.,.) n’est pas coercive. Montrer qu’il existe une suite
(vn), vo € H(Q) telle que ||v, | g1y = 1 pour tout n € IN et telle que

S

a(vp, v,) <

4. Démontrer qu’il existe une sous-suite de (v/,) qui converge fortement dans
L?(2) vers un élément v € L*(2) et faiblement dans H'(Q) vers v.
1

5. Etablir que / U (z)dz — 0 et |[vy || r20) — 0 quand n — 4-o0.
0

6. Montrer que (v,/) est une suite de Cauchy dans H'(Q), et en déduire
qu’elle tend vers v dans H'(Q2) quand n’ — +oo.

7. Montrer que v = 0, puis en déduire une contradiction.

8. Soit f € L*(Q). On considére 'application  définie par v +— [y f(x)v(z)dz.
Démontrer qu’il existe un unique élément v € H'(S) tel que

a(u,v) =1(v), Yve HY(Q).

Exercice 3
1. Soit p > 1. On considére la suite de fonctions

un(t) = \/%1[7%7%](75).

Etudier la convergence faible et forte de cette suite de fonctions dans LP(IR).
2. Méme question avec la suite de fonctions

Uy, (t) = ][nm-i-l] (t)



