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L3 : Analyse matricielle

Devoir N.1

Exercice 1

Les parties A. et B. sont indépendantes. condp(A) représente le condition-
nement de la matrice inversible A dé�ni par ‖A‖p.‖A−1‖p, la norme ‖.‖p étant
la norme matricielle subordonnée à la norme vectorielle v 7→ (

∑n
i=1 |vi|p)

1
p ,

v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ IRn.
Les questions de la partie A. sont indépendantes.
A. 1. Donner quelques propriétés du conditionnement de A. On considère la
matrice

A :=

(
1 2
3 4

)
.

Calculer cond1(A) et cond2(A).
2. Soient A,B ∈Mn(IR) deux matrices inversibles. Montrer que

cond(AB) ≤ cond(A).cond(B).

3. Soient A,B ∈Mn(IR), A matrice inversible et ‖.‖ une norme matricielle.
Justi�er que ‖BA− id‖.‖A−1‖ ≥ ‖B − A−1‖, puis en déduire que

‖AB − id‖
‖BA− id‖

≤ cond(A).

Soient A et B deux matrices inversibles.
B. 1. Montrer que

‖B−1 − A−1‖ ≤ ‖A−1‖.‖A−B‖.‖B−1‖.

Soient A une matrice inversible et δA une matrice telles que ‖δA‖ ≤ 1
‖A−1‖ .

2. Montrer que la matrice A+ δA est inversible.
3. Déduire des questions 1. et 2. l'inégalité

‖(A+ δA)−1 − A−1‖
‖(A+ δA)−1‖

≤ cond(A)
‖δA‖
‖A‖

.
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4. En utilisant la relation (A+δA)−1 = (I+A−1δA)−1A−1, établir l'inégalité

‖(A+ δA)−1‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖‖δA‖

.

5. En déduire, en utilisant A. 3., l'inégalité

‖(A+ δA)−1 − A−1‖
‖A−1‖

≤ cond(A)
‖δA‖
‖A‖

(1 +O(‖δA‖)) .

Commenter le résultat obtenu.

Exercice 2

On considère une matrice carrée P = (pi,j) à coe�cients réels de dimension
n ≥ 2 satisfaisant les propriétés suivantes :
1. pi,j ≥ 0, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n}.
2.
∑n

i=1 pi,j = 1 ∀ j ∈ {1, · · · , n}.

Soit α ∈]0, 1[.
1. Justi�er que Id− αP est une matrice inversible et donner l'expression de
son inverse.
2. Montrer que (Id− αP )−1 ≥ 0.
3. Véri�er que teP =t e, où e =t (1, · · · , 1). En déduire que P admet la
valeur propre 1.
4. En déduire que ‖(Id− αP )−1‖1 ≥ 1

1−α .

5. Établir que

‖(Id− αP )−1‖1 =
1

1− α
.
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