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L3 : Analyse matricielle
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Exercice 1
Soit a € IR. On considére la matrice B définie par

21 a
B=11 21
a 1 2
a. Démontrer que B est définie positive si et seulement si a € [ :=] —1,2][.

b. On suppose que a € I. Décrire la méthode de relaxation pour résoudre le
systéme linéaire BX = b ou b € IR®.

Pour quel valeur du paramétre de relaxation la méthode converge-t-elle 7

c. Donner la matrice de Jacobi pour résoudre le systéme BX = b puis établir
que son polynéme caractéristique p; est donné par :

1 1 a
A ==X+ (=+-a®)\— -.
ps(A) +(5+3a0A -
d. Vérifier que A\ := g est racine de py, puis déterminer toutes les racines

de p; (on établira que les deux autres racines de p; sont données par \y =

a 1 a 1
_Z+Zva2+8€t Ag = _Z_Z CL2+8).
e. On suppose dans cette question que a > 0. Donner une condition sur a
permettant d’assurer que la méthode de Jacobi appliquée au systéme linéaire

BX = b est convergente.

Exercice 2

Soit r > 0, H,V deux matrices réelles, symétriques telles que r1 + H et
rI + V soient inversibles. On suppose que A :=rl + H + V est symétrique
définie positive.

On considére la méthode itérative suivante :

(TI—FH)J}k_,’_% = —Vux, +0b, .
(rl +V)ae = —Harg 1 + 0. (1)
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1. Montrer que la méthode (1) est convergente si et seulement si
p((rI + V) *H(rI + H)™'V) < 1.

On pose B = %H et C'= %V.
2. Montrer que B(I + B)™! et C(I + C)~! sont symétriques.
3. Etablir I'inégalité

p((rI + V) T H(rI + H)™'V) < p(B(I + B) Y)p(C(I +C)1).

4. Montrer que p(B(I + B)™) < 1 équivaut & 3/ + B symétrique définie
positive.

5. Etablir que si I+ H et 51 +V sont définies positives, alors la méthode
(1) converge.

Exercice 3

A. Soit A € M,(IR) une matrice symétrique, inversible et x, la solution de
AX =b.

Soit M et N deux matrices telles que A = M — N, avec M inversible et
'M + N symétrique et définie positive.

Pour x € IR", on pose y = M~'Az. Dans la suite, B = M !N,

1. Montrer que

(ABz, Br) = (Az,x) — ("M + N)y,y). (2)
On considére la méthode itérative
Mz, .y = Nxyp + b.

2. Montrer que si A est symétrique définie positive, on a p(B) < 1. Qu’en
déduisez-vous 7
3. Montrer que

(ABPx, BPz) < (Az,z), VYx € IR", Vpe IN.

4. En déduire que si p(B) < 1, alors A est symétrique et définie positive.

B. Dans cette partie, on considére une matrice A symétrique et définie posi-
tive telle que A= M — N = P — Q avec 'M + N et 'P + @Q symétriques et
définies positives.

On considére la méthode itérative

Mz 1+ = N + 0,
Pl’k+1 = ka+% + b.
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On pose e, = x, — 1y €t Chyl = Tu = Tpy 1.
1. Montrer que

lexralla < llepyzlla < llexalla YE € N7,

ou ||.||a représente la norme induite par le produit scalaire (z,y)4 = (Ax,y).
2. En déduire que la méthode (3) converge.



