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L3 : Analyse matricielle
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Exercice 1
Soit ||.|| une norme matricielle sur M, (IR), ¢’est-a-dire une norme satisfaisant
de plus la condition

|A.Bl < [[A|.[[Bl, VA, B e My(IR).

Soit A € M, (IR) telle que ||A]| < 1. On rappelle que dans ce cas, la matrice
I — A est inversible, d’inverse 3720 A

Soit A € M, (IR) telle que A > 0 et ||A]| < 1, ||.|| une norme matricielle
quelconque.

1. Montrer que I — A est une matrice inversible telle que (I — A)~! > 0.

Le but de la question suivante est de montrer que 'application ¢ définie sur
le groupe linéaire par ¢(A) = A~! est différentiable en tous points (et donc
a fortiori continue) et que

¢(A).H=—-ATHA (1)

2. Soit H € M,,(IR) telle que ||H|| < HTLH' Etablir que

+00
(A+H) "= A =—-ATTHAT + > (-)"(ATTH)" AL

n=2
3. En déduire (?7).
Exercice 2
On rappelle qu’il a été établi dans le cours que
. Byt
Jim [JAT[E = p(A),
ot p(A) désigne le module de la plus grande valeur propre de A (le rayon

spectral de A).
On considére Papplication définie sur M, (IR) par



1. Montrer que cette application définie une norme matricielle sur M, (IR)
non subordonnée & une norme vectorielle.

Dans la suite, on pose ||A||g := > al

ij=1,mn
On dit que deux matrices de M, (IR) A et B satisfont A < B si a;; < b;; pour
tout (i,7) € {1,---,n}>

On suppose dans les questions suivantes que 0 < A < B.

2. Montrer que A™ < B™ pour tout n € IN*, puis que ||A"||g < ||B"||r pour
tout n € IN*.

3. Déduire de ce qui précede que p(A) < p(B).

4. Etablir que

[All2 < Al < VnllAlls, VA € M,(IR),
ot ||.||2 désigne la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne.
Exercice 3

1. Soit A € M, (IR). Montrer que I'application A — sup,_

norme matricielle sur M, (IR).
2. Démontrer que

[ Az]s

définit une
ll(l1

| Az|)x -
I|A]|1 := sup =max Y |a;;l.
e R P
3. Démontrer que
[ Az|| S
| Alloo := sup =max Y |a;;l.
o =D L, e e

B. On considére une norme sur IR", notée ||.|| et soit P € M, (IR) une matrice
inversible.

1. Montrer que application définie sur IR" par v — ||Pv|| est une norme sur
IR". On notera cette nouvelle norme |.||..

2. Etablir que la norme matricielle subordonnée 4 la norme vectorielle ||.||,

est donnée par
[ Az

[ A[l« = sup = |[[PAP~]
w0 ||«
ot [||.]|| est la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle ||.|.



