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Exercice 1

Soient (a,b) € R? a < b, (%;)ief0,.n} 7 + 1 points distincts de [a;b] et
f i la;b] — IR. Soit P, le polynome de Lagrange interpolant la fonction f
aux points (2;)ic{o,n}-

1. Etablir que ce polynéme existe et est unique (on en donnera une construc-
tion).

On considére la fonction f définie sur [1;2] par f(z) = /x et N € IN* ainsi
que les points x; :=1+2.h ot h = % et1=0,---,N.

2. Soient i € {1,---,N — 1} et x € [x;_1,7;41]. Aprés avoir rappelé
I'expression de lerreur f(x) — P,(z), établir que

7(@) = Po@)] < 2l = zi0)(w — )@ — s,

ol P; est le polyndme qui interpole f en x; 1, x;, ;1.
3. Montrer que

max |(z — z;0)(z — 2;) (v — zi0)| = max [y(y® - h?)],
TE[Ti—1;Tit1] y€[—h;h]

et en déduire que pour z € [1; 2],

h3

1) = palo)] < o

oil py est le polynome qui interpole f aux trois points de 'ensemble (z;)icqo,...5}
les plus proches de x.
4. Déterminer un entier N > 1 tel que, quelque soit = € [1; 2], po(z) approx-
ime f(x) a 10™* prés.



Exercice 2

A. On considére les points xg = —1, 1 =0, x5 =1, 23 = 2, a € R et f

une fonction définie sur [—3;3] telle que f(zo) = 2, f(z1) = a, f(z2) = 3,

f(z3) = 4. On donne f[xg,x;] = —1.

1. Calculer a puis f[xg, x1, 22, x3]. Donner la valeur de f[z,(0), Zo(1), Zo(2), To(3)]
ou o est une bijection de {0, 1,2, 3} dans {0, 1,2, 3}.

2. Déterminer le polynome qui interpole f aux points (;)icf0,1,2,3}-

3. Soit x4 = 3. On suppose que f est un polynéome de degré 3. Donner la

valeur de flxo, z1, T, T3, T4].

B. Soit f une fonction définie sur [0,1]. On suppose que f est dérivable
sur [0, 1].
1. Montrer que I'application ¢ définie par

gbl R3[X] — IR
P = (P(0), P(1), P'(0), P'(1))

est linéaire et bijective.
2. Démontrer qu’il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal
a 3 tel que

P(0) = f(0), P'(0)=f(0), P1)=f(1) P(1)=[f(1)

3. Pouvez-vous en donner ’expression explicite?

Exercice 3
Soit P un polyndéme de degré inférieur ou égal a 3 défini sur un intervalle
[a, B]. On suppose connues les valeurs P(«), P(8), P"(«a) et P"(B).
1. Montrer que
P//(x) _ P//(a) B P//(/B) _ P”(O{)

r—« b —«

2. Montrer qu’il existe u et v deux réels tels que

P’()
2

P/(5) = P"(0)
6(7 — o)

3. Déterminer u et v en fonction de P(«), P(8), P"(«) et P"(3). Qu’en
concluez-vous 7

4. Déterminer le polynéme P tel que P(0) = 1, P(1) = 0, P"(0) = —1 et
P"(1) =0.

Px)=u+v(r—a)+ (z—a)* + (z — a)’.




